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3. DERIVADASEN R

3.1. DEFINICION Y CALCULO
Def:

Lafuncion f esderivableen a (punto interior al domf) si existe el Ll@r)rg) K@hﬁ@ :

En ese caso € limite se representapor f'(a) y sellamaderivadade f en a.

Dos aplicaciones.
Pendiente de latangente a una curva: [f(a+h)—f(a)]/h esla pendiente de larecta

secante que pasa por (af(a)) y (a+h,f(a+h)). Cuando h® 0, la secante tiende ') [ J
hacialarectatangente y su pendiente tiende hacia f'(a). Asi pues, la ecuacién ~
delarectatangente alagréficade f en el punto a es(s f'(a) existe, claro): ﬁ

y =f(@+f'(a)(x-a) f@ tangente
Veocidadinstanténea: s d(t) es la distancia recorrida por un moévil en €l

instante t, [d(a+h)-d@]/h es su velocidad mediaen el intervalo de tiempo a
[a,a+h] v, por tanto, d'(a) essu velocidad en el instante t=a.

Sellama f', funcion derivadade f, ala que hace corresponder acada xi domf en que es derivable
el valor f'(x); f'(a) seraladerivadade f'(x) ene punto a y f* lafuncion derivadade f' ;... En
general, f(N eslafuncion derivadade f("-1) [definidaenlos xi domf(n-1) taI&squeexiste f(x) ].

- a+h

df fr=
[otra notacion famosa es la de Leibniz: f— , F'(a)= dxl dx2 ]

Ejemplos: esderivable paratodo a y f'(a=0 yaque Ll'@r)rg)T =0.

g(x):xzsen%( , 9(0)=0 | esderivableen x=0 porque existe ¢'(0) = Li(gg [hsen%] =0.

(Erade esperar que lo fuese, pues | as tangentes oscilan, pero acercandose a y=0. Para x* 0

también vaaexistir f'; esdificil verlo con la definicion, pero pronto serd muy sencillo). Ix|
. . ath-a . . —a-hta In|
h(x)=x| | Si @0, h'(a) = lim —— =1; si @0, h'(a) = lim =-1. Pero lim
O=k @ heo h @ heo h h@o N

no existe y por tanto no es derivable en x=0. Sin embargo, si existen los limites laterales.

Def: F(at) = fim @@ . pia) = iy (@HE (derivadaspor |aderechae
he 0* h ' h® 0~ h izquierda, respectivamente)

Estdclaro que f esderivableen a sy sdlosi existeny coinciden f'(a") y f'(a).
Para h(x)=|x| , existen las derivadas lateralesen 0 pero no coinciden: h'(0Y) =1, h'(0*) =-1

Teor: f derivableen a b f continuaen a Hay funciones continuas no derivables
(el valor absoluto, por gjemplo; tienen "picos’).

lim [f(a+h)—f(a)] =1im f(&*h) 7@ h=1f@.0=0 0 f continuaen a

Con €l siguiente teorema podremos calcular casi todas las derivadas sin necesidad de acudir ala definicion:

Teor'| g f y g sonderivablesen a entonces c.f, f+g, f.g son derivablesen a y setiene:

(chy(@=cf(@ ; (fxg)(a =f(a=g(ad ; (f-g)'(a)=f'(a)9(a)+f(a)9'(a)'
(1 )() f(@g(@-(ag(@
[9(a)] % [o(@)1?

g derivableen a y f derivableen g(a) p fog derivableen a'y (fog)' = f'[g(a)].g'(a) .
[regladelacadend]

f derivableen f-L(b) y f[f-1(b)]* O b -1 derivableen b y (F-1)(b) =

s ademas g(a)! 0, é,é son derivablesen a 'y (é)'(a)

1
Pl
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c.f esun caso particular de f.g; de c.f y delasumasededucelade f—g=f+(-1).g. Lasdemas:

— _ — , , .
(f+g)(a+h) (f+g)(a) _ f§a+h) f(a) +g(a+hh);qga) ® f(a+g@ s h®0

K_QMHLQXJ — f(a+h)w (a)m ® f(a)g(a)+f(a)g(a) s h®0 (f continuaen a)
11
M = @-g@h) o 9@ g peo (g continuaen a;g(@! 0P g(ath)!0 si h pequefio)

~ hg@g(ath) ~ [g(a)]?

- (a
(f.g) @=1@yy -f@ L=

[o(2)]2
flaah)]flg@] _ flo@+g@rh)-g@]-flo@] gla+ )j( a)
il - oo el @, 119@] g(a) , yaaue k=g(a+)-g(a) @ 0

por ser g continua. [ Esta demostracion necesi ta correcciones (ver Spivak), pues
g(ath)—g(a) podriahacerse O infinitas veces paravalores muy pequefiosde h]

Sea b=f(a) ; por ser f'(a)! 0 lafuncion esinyectiva (y existef=1) en un entorno de a;
por tanto, paracada h pequefio hay un tnico k tal que f(atk)=b+h . Por o anterior: 3

f_l(b+h)_f—1(b) _ f_l(f(a+k))_a _ k ® 1 _A %
h =

bth-b  flak—f(@ — (@)

a
L as dos Ultimas reglas de derivacion adoptan una forma sugerente, pero imprecisa, ?l
con lanotacién de Leibniz:

dz _dz d d 1 . dx
S 2=g0y) V=00 g = o o o= o S g0
dy

Derivadas de las funciones elemental es:

[Xb]'=bxb_1 paratodo b real, x>0 . Podemosyademostrarlosi b esracional. Varios pasos:

Si b=nl N [laférmulaesvalidaentonces" x], por induccién: ciertoparan=1: 1=[x!]' =1x1-1=1
supuesto cierto paran-1; [x"]" =[x.x"1]" =x"-L4+x(n-1)x"~2=nx" , ciertopara n.
. L . N e R [
Si b=0 estavisto. Si b=-n, nl N, [E] = on =X [valido " x1 0]
1/n] 1 1 (1—n)/n
[Xlln]n -1

Sj b:L:  mnl z, [edm™' = m(Xlln)m—1% x(1-n)/in = o m  (m-n)/n

Si b:% ni z, xY™ eslainversade x" v por tanto [x

[Iog|x|]':% , X10: [logx]' —(;jx(i(:t % x>0, por teoremas de integrales; si x<0, [log(—x)]'=—
[€'=€, "x | [bX]'=bXIogb, "x,b>0 | [logyx]'= xlégb , x>0,b>0,b* 1
€ inversade logx ® [€]'= 1/eX ; [e109P] =000 ogp [:8%] xlogb

Ademés se deduce: [xP]' = [eblogx]" :9 €Pl0gx = hxP-1 paracualquier b real.

[shx]'=chx, [chx]'=shx, [thx]" _— _1—th2 "X
shx h2x sh2x 20 4D _
Las primeras triviales. Entonces [chx h2x y como sabemos chex—sh4x =1
[senx]'= cosx , [cosx]'= —senx , "x | [tanx]'= —%- =1+tan®x , x Pwkp
cos?x 2
sen(x+h)—senx _2 __h h ) Pyir— Py _ . [Senx11_ sen®x+cos?x
h =, sen, cos(x+5) ® cosx ; [sen(x+5)] = cos(x+5) = —senx ; [ © SX] =T oy

"_ 1 |: _ 1 T (— ': 1 n
[arcsenx]'= i [arccosx] i xi (-1,1) | [arctanx] ol X
[arcsenx]'= 1 = : [arccosx]'= — = ; [arctanx]'= +

cos(arcsenx)  y1—sen?(arcsenx) sen(arccosx) 1+tan?(arctanx)
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Def: | sedice que f esderivable en unintervalo abierto | [finito oinfinito] S es derivable en todos
los puntosdel intervalo; f esdeclaselen | [fi C1(1)] s ademés f' escontinuaen | .
Diremos que fi C"(1) [declase n]s f posee n derivadasen | y f(" escontinuaen | ,
y que fi C*(1) [declaseinfinito] s existen derivadas de cualquier ordende f en | .

[Parainterval os cerrados, como siempre, hay que preocuparse de |os extremos:
f esderivableen [ab] siloesen (ab) yexisten f'(at) y f'(b7);
fi Cl[a,b] s fi Clab), F)®F(@") si x®at y f(x)®f(b7) si x®b].

Todas |as funciones elementales de 2.1 son de C¥ en su dominio, con excepcién de arcsenx y arccosx [que no tienen
derivadaen x=+1],y xP con b>0 y b no entero [paralaque f(" noexisteen x=0 cuando el exponentede f(N-1)
pasaaestar entre 0y 1; por gjemplo: f(x)=x’/3, f'(x):g x43  f (x)z% x13" x , pero f"'(0) yano existe].

Ejemplos: Yaesfacil halar laderivada de cualquier funcion, salvo en casos excepcionales. Asi, parala g de antes:

g(x):xzsen% , 9(0=0 | ¢ existe" x; si x* 0 (producto de composiciones de derivables), g‘(x):2xsen% —cos%
(ademés ¢'(0)=0 que sdlo saliade ladefinicion porque un denominador se anula).

g noescontinuaen O porque g notienelimite: si x® 0, 2x sen%@ 0 pero cos% no tiende a nada
[por gjemplo, porgue las sucesiones {a,n}:ﬁlp y {bn}:[z%l]p tiendena O pero f(an)=1y f(bn)=—1].

Por tanto, a pesar de ser g derivableentodo R, no esde Cl(R) [siloesen (—¥,0) yen (0,¥)].

Como ¢' noescontinuaen 0, no puede existir g"(0) . Paracualquier xt 0 si existen derivadas de todos

los 6rdenes; g"(x) = [2—;12] sen% —%cosl( ., g"(X), ... [esdecir,esdeC¥ en (-¥,0) y (0,¥)].

log[ 7+ch2(3%+x)] 11/3 Es derivable " x , pues es suma, producto, composicion,... de
k(x)=[ 5rarct 5 funcionesderivables (el logaritmo se evalla en valores mayores que
arctan(x-2) 7, € denominador es mayor que O Yy el corchete gordo no se anula).
Sabemos calcular su derivada a pesar de su aspecto tan complicado (no con la definicion, desde luego):
2ch(3*+x)sh(3*+x)(3¥l0g3+1), log[ 7+ch?(3*+x)]
K'(X) _1 [|Og[7+Ch2(3X+X)]- 213 7+ch?(3%+x) [S+arctan(x-2)] - 1+(x=2)?

“3L S5+arctan(x-2) [5+arctan(x—2)]2

m(X)=X |x—x2| es continua" x por ser producto de composicionesde continuas” X [ |x]| lo es].
S6lo puede dgjar de ser derivable cuando se anule el valor absoluto. Para precisarlo, tenemos que discutirlo:

_J x2x3 si x1 [0,1] , _{ 2x=3x2 si x1 (0,1) . _{ 2-6x si x1 (0,1)
m(X)‘{ B sixg06x31 O MO aeoxsixio] © ™®IT 6x—2 si xi [04]

Utilizando las expresiones del intervalo adecuado deducimos que:
m'(0")=0=m'(0") , m esderivableen x=0; m'(17)==1t 1=m'(0") , m no esderivableen x=1.
m"(07)=—2 2=m"(0") , m" noexistesi x=0; tampoco existesi x=1 por ser m' discontinua.

n(x)—arctanL n(0)=> | (continua). Si x1 0 podemos hallar facilmente n‘(x)—ﬂ n"(x)=2 541
= 2 =2 . p - - [X4+l]2 1o

x4+1

Parahallar n'(0) encontramos un limite indeterminado Lim % [arctan# —g] que aln no sabemos hacer.
® 0

Estaclaroque n'(X)® 0 si x® 0, pero de ahi no podemos deducir (todavia) que n'(0)=0 (pues nadie nos
garantizaque n' seacontinug; a final de 3.2 veremos un teorema que nos permitira dar ese paso).
n (admitiendo que n'(0)=0) esde C¥(R) , puesexisten n',n", n" ... (denominadores no nulos).

p(x)=xX | = e1°9% (=[dogx]X; escribiremos siempre f(x)9*) =eINOGCN hara trabgjar con ella).

Asi pues, p'(x) = €19 [logx+1] ; p"(x) = €09 ([Iogx+1]2+%) e
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3.2. TEOREMAS SOBRE FUNCIONES DERIVABLES

L os primeros resultados estan destinados a determinar los x de un conjunto Al domf en los que
unafuncion f acanzasus vaores méximo y minimo (aambos selesllamavaloresextremosde A ).
Sabemosques A esunintervalo cerradoy f escontinuaexisten los valores extremosde f en A
(esdecir, existen y,Zi A tdesque f(y)Ef(x)Ef(z) paratodo xi A ), aunque podria no haberlos si
A esotrotipo deconjuntosos f no es continua. En ocasiones se llama a estos valores maximo y
minimo absol utos, para distinguirlos de loslocaes o relativos :

Def: | f posee un maximo [minimo] loca en x sobre un conjunto Ai domf S existe
un d>0 tal qued valor maximo [minimo] de f en ACB(X,d) sealcanzaen X ;
esdecir, si f(x)® f(x+h) [ f(x)Ef(x+h) ] " h tal que |h<d y x+hi A .

Esta claro que si un valor extremo (absoluto) de f M

en A seacanzaenunpunto X tambiéntiene f en ML ML
ese X un extremo local y que lo contrario no es l

cierto. Los maximosy minimos (absolutos y local es) _ ml

pueden ser infinitos 0 no existir, pueden darse en el

borde o en € interior de A . En este Gltimo caso: —

Teor| g f poseeun extremolocal enun x interiora A y f esderivableen x, entonces f'(x)=0

§ O<hed, (=) £

. : ! h . f(x+h)—f(x) _ & — o f(x+h)—f(x)
S ML enx: $d tal que: S _d<h<o f(x+hh}_f(X) - p O£hl(!§n8_7h =f'(x) = lim 222 = £0

SmLenx b —f, deivable tieneMLen x b —f'(x)=0 b f'(x)=0

Hay x con f'(x)=0 enlosque f no tiene extremo local (por ggemplo f(x)=x3 en x=0).
Tampoco es cierto que en todo punto en el que f posea un extremo local deba cumplirse f'(x)=
(pues x podriano ser interior o f no ser derivable en x ). Detodo lo anterior se sigue que:

Para buscar los valores maximo y minimo deuna f enunintervalo [ab] hay que considerar:
e losextremosay b e los xI (ab) enlosque f'(x)=0 e los x paralos que no exista f'(x)

Comparando los valoresde f en cada punto se hallan entonces los extremos (s existen; si lafuncion
esdiscontinua o € intervalo, por ggemplo, no es de longitud finita las cosas se pueden complicar)

Ejemplo: Hallemos los valores maximo y minimo de f(x)=log(1+x2)—|x—2| en el intervalo [-2,3] .
Tales valores han de existir por ser f continuaen eseintervalo. f solo no esderivableen x=2.

_J log(1+x2)—x+2, x3 2 von I —1x21(1+x2), x>2 N A o
f(x)‘{ log(1+x)x=2x£2 & T (12(1ax?d), x<2 ® TW=0U x=1
Con calculadora: f(-2)»—2.4, f(3)»1.3, f(2)» 1.6, f(-1)»—2.2 el méximo sedaen x=2 y él minimo en x=-2.

LoOr 8 | o ¢ escontinuaen [ab] , derivableen (ab) y f(@=f(b) b $d (ab) con F(C)=0

f tiene mé&ximo y minimo en [ab] por ser continua. Si alguno de los
doslotomaen (ab) yaestaria. S f toma su maximoy su minimo en
ay bp fesconstante b f'(x)=0 paracualquier x de (ab) . |

Teor del . . . - y
vael%rr rr?edio: Si f escontinuaen [ab] , derivableen (ab) p $ci (ab) tal que f'(c):%

(existe al menos un ¢ parael que latangente es paralelaalar recta que une (a,f(a)) con (b,f(b)); o
jz bien, existe un instante ¢ en el que la velocidad instantanea coincide con lamediaen el interval o)
f

Sea h(x)=f(x)—r(x), con r(x)="®= (xg). hcontinua[ab], derivable (a,b),
y h(@=f(a)=h(b) . Por Rolle, $ci (a,b) tal que h'(c):f'(x)—@b:U;@ =0.

r
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Crecimiento y decrecimiento:

Teor: | sea f continuaen [ab] y derivableen (ab) . Entonces:

s f'(x)>0 paratodo x de(ab), f esestrictamente crecienteen [a,b],
s f'(x)<0 paratodo x de(ab), f esestrictamente decrecienteen [a,b],
s f'(x)=0 paratodo x de(ab), f esconstanteen [a,b].

Sea[x,y]i [a,b]. Por valor medio $ci (x,y) con f'(c):%. Si f'(c) >,<,=0p f(y) >,<,=f(X)
[Observemos que ala f' sele piden cosas sblo en el intervalo abierto, pero el resultado setiene en e cerrado;
se ve en la demostracion que podemos sustituir en la hipétesisy conclusiones [a, por (=¥, y ,b] por ,¥)].

Como fi Cl[ab] b f continuaen [ab] y derivableen (a,b), se podriapedir smplemente alas f de los teoremas
quefuesende CL . Pero pediriamos demasiado, y dejariamos fuera funciones como f(x) =x/2, que no es C1[0,1] pero
si es continuaen [0,1] y derivable en (0,1) (y por tanto si se le puede aplicar, por g emplo, el teorema del valor medio).

3_gy2
Ejemplo. Estudiemos en qué intervalos crecey decrece lafuncion | g(x)= % , continuasi xt0.
3_3y2 o2
Como g'(x)= [mejor asi] =2X—6+ % = 2X§7)2(+4 = [pronto repasaremos polinomios] = 2% ,

entonces g>0 si xI (-<1,0)E(0,2E(2¥) y g'<0 si xI (<¥,-1) . Del teoremadeducimos que g decreceen
(—¥,-1] y quecreceen [-1,0) y en (0,¥) [ x=2 incluido; pero no crece entodo [-1,¥) (en O esdiscontinua)].
Por tanto, tiene un minimo local en x=-—1 y no tiene ni maximo ni minimo en x=2 (apesar de que g'=0).

Condicién suficiente de extremo:

Teor: | Sea f deC? enunentornode ¢ y sea f'(c)=0. Entonces: | (si f"(c)=0 podria haber en
s f'(c)>0, f posee un minimolocal en c, C un maximo, un minimo o
s f"(c)<0, f posee un maximoloca en c. ninguna de las dos cosas)

f"(c):Lié%ﬂ%hﬂ >0 p para h pegueiio f'(cth) y h tienen el mismo signo, con lo que f
decreceen unintervalo alaizquierda ( h<0) y crece en uno aladerecha ( h>0). [Igual laotra]
Parala g dearriba g'(x)=2—16x=3 ® g"(-1)= 18 (minimo, como ya sabiamos sin calcular la g" ),
g'(2=0(??, perola g nosdijo que ni maximo ni minimo).
Concavidad y convexidad:

Def: | f es convexahaciaabgoenunintervalo 1 s " x,yi | & segmento que une (x,f(x)) con
(y, f(y)) estdpor encimadelagréficade f. f esconcavasi —f esconvexa. Sellama punto
deinflexién aun punto de la grafica en la que ésta pasa de convexa a concava o vicerversa.

[Hay libros que llaman concava alo que nosotros llamamos convexay
viceversa; otros, dicen que se doblahaciaarriba (E ), o haciaabagjo (C)].

f' decrece

Teor:| Sea f continuaen [ab] y derivabledosvecesen (ab). S "3 0
(f"£0) en (ab), f esconvexa(concava) en [ab] . S (cf(c))
es un punto deinflexion delagréficade f, debeser f'(c)=0. i

convexa concava

[no lo demostramos; geométricamente estaclaro: f esE s lapendiente de latangente vacreciendo (y si 20, la f'
crece); esC s decrece; en un punto de inflexién hay un méximo o minimo de la f' (pasa de crecer a decrecer o a
revés); puede ocurrir que f*(c)=0 y queen (c,f(c)) no haya punto deinflexién como ocurre con f(x)=x4 en x=0]

3_
Parala g era g"(x):a);T81 :esconvexaen (—¥,0) y (2,¥) yconcavaen (0,2) . x=2 es punto deinflexién.

Teor:| g f escontinuaen ay f' tienelimitecuando x®a p f'(a) =1imf'(x)

TVM en[aa+hl b $xpl (aarh) tal que @@ =f(x) . siheo, @@ e f(a) y xyea.

[si f'(X)®¥ 6—¥ enlademostracion seve que f'(a) no existe (la pendiente se pone vertical), pero recordemos
que puede no existir el limitede f' y serla f derivableen a (que hay funciones derivables que no son C1);
este teorema prueba que lafuncion n de laseccion anterior es derivableen x=0 y que n'(0)=0].
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3.3. POLINOMIOS

Un tipo de funciones que aparecen continuamente son los polinomios. Mas adelante aproximaremos cualquier funcién
més complicada mediante polinomios de coeficientes rea es. Repasamos brevemente varias de sus propiedades.

Un polinomiodegrado n es:| P,(x) = ax"+a, (x"1+...+a;x+a, | conal Ry g, 0.

El polinomio més sencillo (cuya gréficano sea unarecta) es € de segundo grado ‘ Po(x) = ,a0.
Podemos poner P,(x) :e{x ]2 D , siendo D=b2—4ac (discriminante).
Su gréficaes (ver 3.5) ladela parabola y=x? trasladada aizquierda o derecha, 0 a<0

multiplicada por una constante (positiva 0 negativa) y trasladada arriba o abgjo.

Es claro que su extremo se alcanzaen x=—b/2a (o apartir de P, (x)=2ax+b).

Sus raices vienen dadas por: x = % [—b+\I_D] El tipo de raices de P2(x) depende del signode D . Si D>0 tiene dos
realesy distintas, si D=0 tiene unaraiz doblereal y si D<0, dos raices complejas conjugadas (p+qi) .Observemos que

laraiz doble —2% también esraiz de P,(x) . Conocidas sus raices X1 y X puede escribirse Po(X) = a(x—X1)(X—x2) .

Un polinomio de grado 2 puede tener 0 no raices reales. Lo mismo sucede con cualquiera de grado par. Sin embargo:

Un polinomio de grado impar posee por |0 menos unaraiz real.

En efecto, Pp(x) = ax"[1+...+39x™"] y supongamos que a,>0 . Entonces, si n esimpar, Pn(X)® —¥ cuando x® —¥
y Pn(X)® ¥ cuando X® ¥ . Existen por tanto a con B,(a)<0y b con P,(b)>0. Por Bolzano, existe cl (a,b) con P(c)=0.

L??;‘:Jr ‘g‘dammtd Todo polinomio degrado n posee n raices | (realeso complejas, repetidas o no).
Si X1, ..., Xn sondichasraices, se puedeentonces descomponer, en principio: Pn(X) = &y (X—X1)...(X=Xn) . ES muy
f&cil ver que si un polinomio de coeficientes realestiene la raiz compleja p+gi entonces también tiene laraiz p—qi .
Cadapargjade productos (x—{p+qi])(x- gp—ql]) en Iad@compos cion de Ppy(x) da entonces lugar a un polinomio de
segundo orden con coeficientes reales x2—2px+(p2+¢2) . Asi pues, siempre se puede escribir:

Pr(X) = an(X—X7)... (X=X (X2+byX+C;)... (X2 +bgX+Cg) , con r+2s=n, X,by.cl R

Algunas de estas raices podrian estar repetidas. No es dificil ver quesi x=xx esraiz smple de P, entonces no anula
laderivada Ry y quesi laanulasi esraiz multiple. Por tanto:

Unaraiz de un polinomio es multiple s y sdlo si esraiz también de su derivada.

Y, por tanto, unaraiz mltiple es raiz del maximo comin divisor de P, y Py . Unaformade calcularlo esmediante €
algoritmo de Euclides: dados P, Q[con gr(P) gr(Q) ], sedivide P entre Q y sellama Rp al resto obtenido (si
conviene, multiplicado por una constante); a continuaciéon sedivide Q entre R y sellama Ry al nuevo resto; luego
R1 entre Ro ... hastaobtener unresto nulo. Entoncesel m.c.d.(P,Q) esel Ultimo resto no nulo del proceso anterior.
Por gjemplo, para P(x)=x#+2x3+3x2+4x+2 [ P=4x3+6x2+6x+4] es R1=x2+3x+2 , Ro=x+1, R3=0.
Por tanto, m.c.d.(P,P)=x+1, conloque P tiene x=—1 como raiz doble [de hecho, P=(x+1)2(x2+2)].

En las pocas ocasiones en que un polinomio con coeficientes enteros tiene raices enteras, son muy faciles de encontrar:

Unaraiz enterade By (X), S existe, se encuentra entre los divisores del término independiente & .

Yaques c esraiz entera, entonces ay = —c[aqc”—1+...+a1] , conloque ay esmultiplode c.
Por ejemplo, P (x) =2x3—x2-12x+6 no tiene raices enteras, puesnoloson —6,-3,-2,-1,1,2,3 ni 6.

Nos gustaria que existiesen formulas para el célculo de |as raices de los polinomios de cualquier grado similares alas de
los de segundo grado. De hecho, hacia 1500 se descubrieron formulas para las raices de los de tercer y cuarto grado
(pronto veremos, sin demostracion, las férmulas para las raices del polinomio clbico). Pero en €l siglo XIX se probo
que es imposible expresar mediante radicales las raices de los polinomios de grado mayor que 5. Si de alguna forma
podemos encontrar unaraiz xix de un polinomio, dividiéndolo por (x—xk) reducimos el problema de hallar sus raices
al de hallar las de un polinomio de grado menor. Por este camino es posible, en contadas ocasiones, calcularlas todas.
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Tratemos ahora un caso en que si se tienen formulas (complicadas) paralasraices: ‘ P3(X) = px3+gx2+rx+s |, pt 0.
Veamos primero las diferentes formas que puede tener su gréfica. Como

su derivada P3'(x) = 3px2+2gx+r puede tener 2raices reales, 1 doble o pR>g pR<-O
ningunareal ( dependiendo de que R=q2-3pr sea >, = 6 < 0 ), P3 . o
puede tener un maximo y un minimo, un punto de inflexién con R0 R0 P B

tangente horizontal o tener la derivada con signo constante ®

Si P3 tiene unaraiz x multiple debe ser px3+gx2+rx+s=3px2+2gx+r=0 . Eliminando la x entre las dos ecuaciones se
obtiene la expresion de su discriminante D = q2r2—4pr3—4¢Bs+18pars—27p?s? . Este D se puede escribir de forma més
compactasi llamamos S=27p2s-9pgr+203 , pues entonces se tiene que: D = 27-1p—2[4R3-S2] . Se puede probar que:

Si D=0, hay unaraiz doble de Py dadapor Xy =3i [—q+[S/2]1/3] y unasimple Xg =3ip [—q—2[S/2]1/3] .

i [ s VER) + 4 [S s VR,

Por ultimo, si D>0 (P R>0) , hay tresraicesreales de P3 que se pueden expresar:

_ 2\/_R f+2kp i _ =S -
x1,2,3——3p 3p cos o, k=0,1,2 , siendo cosf =oRIZ f1[0,p]

Por ejemplo, para el polinomio de antes P (x) = 2x3—x2—12x+6 sin raices enteras se tiene que
R=73,S=430, D=12696 ® f =1.9227264, X1 2 3 = 2.449489, —2.449489, 0.500000
[los errores de redondeo de estos cél cul os hacen aconsgjable acudir a métodos numéricos incluso en estos casos]

Si D<0, existeunaUnicaraiz rea: x =—

[Férmulas similares, pero alin mas complicadas, se podrian dar paralos polinomios de cuarto grado. Aqui nos
limitamos a recordar que |as raices del sencillo polinomio ax#+bx2+c se hallan facilmente tras hacer t=x2].

Pero en lamayoria de los casos no se podran calcular las raices exactas de un polinomio y habra que acudir a métodos
numéricos como los que veremos en 3.4 para calcularlas aproximadamente. Para aplicar estos métodos sera importante
primero saber cuantas raices reales hay y mas o menos donde estén. Comenzamos acotandolas:

Si c esraizreal de RBy(x) , entonces [c| £ méax{ 1, Ian|[|a°|+ a1}

Pues [c| = [ lgllci My [lcl2 ...+l 1] . Si [eP 1, c] £ [ lagh+...*lan_1l] . ¥ Si [clE1 estaclaro.

IaI IaI

[las raices del P (x) de antes debian tener un valor absoluto menor que 9.5 (mala cota, pero algo es ago)]

Nuestro objetivo es separar lasraicesrealesde un P, esdecir, conocer €l niimero exacto de raices y localizar intervalos
(ab) enlos que solo se encuentre una de ellas. El teorema de Bolzano dainformacién, pero no basta: s encontramos un
(ab) con P(a).P(b)<0, hay a menosunaraiz en (a,b) (pero podria haber mas de una e incluso podria haber raices en
intervalos con P(a).P(b)>0). El siguiente resultado es fécil de aplicar pero suele dejar también bastantes dudas:

Ley de Descartes de los signos. Sea P un polinomio de grado n con término independiente no nulo:

'S r esel numero de raices reales positivasde P y s el numero de cambios de
signo en la sucesion de sus coeficientes, es rEs y s esun nimero par (0 Cero).

[Setiene en cuentala multiplicidad] [Cambiando x por —x_se obtiene &l resultado andlogo paralas raices negativas)].

Por ejemplo para P* sus coeficientes 2,-1,-12,6 presentan s=2 camblos desgno Esto significa, en principio,
que tiene 6 2 6 O raices positivas. Cambiando x por —x obtenemos —2x3—x2+12x+6 ; como s=1, seguro que
hay una Ginica negativa. Calculando €l D , sabemos que hay 3 realesy con ello aseguramos que hay 2 positivas.

Para P4(x)=9x4+8x3+28x2+24x+3 podemos afirmar que no tiene raices positivas ( =0 ) y como tras hacer x
por —x setiene 1,-8,28,—24,3 podrian existir 4, 2 6 0 raices negativas.

Demostramos Descartes (en €l caso mas simple: g! 0" k): Podemos suponer a,>0 . Induccion sobre n . Es cierto para
n=1: ajx+ag=0 tiene unaraiz positiva(r=1)s a; y ap tienen signos opuestos ( ss1 ); y r=0 s s=0 .
Supongamoslo cierto para poImomlos deorden n-1 y demostrémoslo paralosde n: Sean s y ' los nimeros de
cambiosy raices para P'. sg(al)—sg(ao) es s=s , y como (facil de ver) (-1)' y (1) son los signos de sus
términos independientes, r y r' tlenenlamlsmaparldad s sg(a)rsg(@) , s=s+1 y r esde paridad opuestaa r';
en ambos casos, s+ Yy S—' tienen la misma paridad; como para P (de orden n-1) estamos suponiendo cierto
Descartes, deducimos que s— espar. No esdificil deducir de Rolle, ademés, que r'3 r o r'3 r—1, respectivamente, en
|os casos de antes; de ahi se obtiene que en ambos casos es s—+3 s—', nimero que estamos suponiendo positivo.
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3.4. CEROS DE FUNCIONES

Muchas veces es necesario determinar los ceros de unafuncién f , esdecir, los x* tales que f(x*)=0 . Pero, como
vimos, ni siquierasi f esun polinomio setienen siempre formulas para calcular sus raices. Mucho menossi f esuna
funcién trascendente como f(x)=eX+x3 . Se trataré entonces de calcular los ceros de forma aproximada.

El teoremade Bolzano puede ser un camino para aproximar x* : encontrando un intervalo [a,b] de pequefialongitud
tal que f(a)f(b)<O estamos seguros de que al menos hay un x*1 (a,b) con f(x*)=0 (que sera el Gnico si ' es> 6 < que0
en eseintervalillo). Pero mucho mas rdpido serd, norma mente, otros caminos como el

M étodo de Newton.

Laidea de este método es simple. Supongamos que parauna f como lade lafigura
sabemos que el cero x* separece mas o menosa Xg . Aproximando la gréfica con la
tangente en (xp,f(Xg)) obtenemos un X1 (punto en que la recta corta € ge),
probablemente mascercano a x* que el Xxg inicia. Repitiendo € proceso con X1
obtenemosun xo, luego un X3, ... siendo esperable que la sucesion {xp} converja — /X5 [X]
rapidamente hacia x* .

Hallemos una férmula que nos expresara cada término de esta sucesién en funcion del anterior. Como la tangente en
(Xn,f(xn)) es y—f(xn)=f'(xn)(x—xn) € corte de estarectacon y=0 nos da la siguiente aproximacion. Por tanto:

f
Xl = Xn = f'(():(nn))

X*

Xo

[Enlaférmulase ve quelas cosas pueden ir mal si f/f' es grande cercade x* ; se puede demostrar que una condicion
suficiente para asegurar la convergencia del método es que |f(x)f"(x)/[f'(x)]2| <1 enunintervalo que contengaax* ].

Ejemplos.
Hallemos aproximadamente lasraicesrelesde| P(x) = x4—2x2+4x—2 | (exactamente no sabemos).

Laley de Descartes nos asegura que hay o 3 0 1 raices positivas (+ —+—) y exactamente 1 negativa (+ ——-) .
Vamos aintentar hacernos unaidea de su gréafica paraver s podemos determinar cuantas raices positivastieney
localizar interval os en los que buscarlas. Para ello empezamos estudiando sus derivadas:

P'(x) = 4[x3—x+1] (sinraices enteras; 2 6 0 raices positvas y una negativa (seguimos con dudas, por ahora))
P"(x) = 4[3x2-1] =0 ® x = +1A/3 [puntosdeinflexién de Py méximos o minimos de P

(=B) =41+ 2R (B g 2B
P(-%) =4[+ ]»55; P() =4[1-F ] » 25 A )
P(8) =92, P(2) =20, P() =PO) =P =4 /] |

Con esto ya podemos pintar lagréficade P' . Vemos que: ' ' : ‘ A

P' tieneununicoceroen (-2,-1) [ P'>0 en (-2-1)] y -3 1
no tiene méas. Por tanto, P tiene un Unico minimo entre p —2
—2y-1. A partirdeé P crece® solo hay 1 raiz positiva
de P. Paralocalizar un poco mejor las dosraicesde P:
P(=3)=49, P(-2)=-2, P(-1)=—7, P(0)=-2, P(1)=1® | —20
Existeuncerode P en [-3,-2] yotroen [0,1] .

Xn3—Xn+1

Aplicamos ahora el método de Newton para aproximar lasraices. Primerolade P : Xp+1 =Xp— 21
n2—

Eligiendo como primera aproximacion xg=1 vamos obteniendo:

X1=-1,5; x2=-1.347826087 ; x3=—1.325200399 ; x4=-1.324718174 ; | x5=—1.324717957

y los posteriores X, tienen esos mismos 9 decimales [es curioso ver lo que ocurre si elegimos xo=0].

Xn4—=2Xn2+4Xn—2
4 xn3—xn+1]

X 4=0.6764442885

Loscerosde P losobtenemoscon Xp+1 =Xp— , obteniendo con los xq indicados:

; X5, Xg,... N0 modifican los decimales.

X0=0, x1=0.5, x2=0.675, x3=0.6764448966,

X0=—2, X1=—2.1, X2=—2.090744197, X 3=—2.090657858,

X 4=—2.090657851 |; X5,... con iguales decimales.




n
Como segundo ejemplo del método de Newton, obtengamos una sucesiéon de X, quetienden hacia \/:’:1
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Para ello buscamos los ceros de x"-a. Tenemos que:

Xp-a

Xn+l = Xn —

= ?1] [ (D)xy + xn?—l ] (es d llamado agoritmo de Herdn para calcular raices)

3
Asi, paracalcular V12345 | y partiendo de algiin nimero que no esté muy lejos, por gjemplo xg=20, obtenemos:
X1=23.62083333 , x2=23.12251744 , x3=23.11162389 , x4=23.11161875=x5=Xg=...

V eamos ahora otro método de aproximacion de ceros de tipo de funciones particulares que, aunque ademas sea mas lento
que el de Newton, tiene € interés de que es aplicable en matematicas méas avanzadas a problemas mucho mas generales.

Sea| f:[abl®[a,b] tal que [f(X)-f(y)| £ c|x=y|, con c<1, "xyl [ab] | Unaf asi sedicecontractivaen [a,b].
Una f contractivaes continuaen [ab] : [f(x)—f(y)|<e si |x-y|<d=elc
b
Podemos asegurar entonces que‘ existe un anico x* tal que x* = f(x*) ‘ f
(aun x* con esapropiedad selellamapunto fijo de f): a
Aplicando Bolzano a g(x)=x—f(x) , como g(a)<0<g(b) b existeel x* .
Si hubieraotro y*=f(y*) seria [f(x*)-f(y*)| = x*—y*| £ cx*—y*| b x*=y* . a X* b

Ademés existe unaforma muy facil de aproximar e x* pues:

Para cualquier xgl [a,b] , lasucesion xq, f(xg), f(f(xg)), f(F(f(xg))),... ® x*

En efecto, llamemos x,, al resultado de aplicar n veces f a x;.Vamosaver que x,, esde Cauchy:

veamos primero que [X,—Xn+1| £ [f(Xp_1)—F0OG)| £ CXp_1—Xnpl £...£ SXg—X1];
m_p~n
por tanto, si MEN , XXl £ Kme1 X HXp—X_q] £ [+ g~ :% X1—Xol »

gue se puede hacer tan pequefio como queremostomando m y n suficientemente grandes (cM,c" ® 0).
Como x,, esde Cauchy tienelimite x* y setieneque f(x*) = f(limx,) = limf(x)) = limx4q = x* .

Laformamés f&cil de ver que una f:[ab]® [a,b] escontractivaesver queel maximo M de [f'(x)| en [ab] es menor

que 1, pues, por € teoremadel valor medio, |f(x)-f(y)|=If'(c)|Ix-y| £ M|x-y| con M<1.

Como ejemplo, calculemos el dnico xI [0,1] tal que 1 4

COSX escontractiva: suimagen estd contenidaen [0,1] y |-senx|Esenl<l. Xosx
Asi pues, podemos hallar e x* sin més que apretar latecladel coseno de una
calculadoraapartir de cuaquier xgl [0,1]. Por ejemplo, si xg=1 vamos obteniendo: 1 p2

0.54030231 , 0.85755322 , 0.65428979 , 0.79348036 , 0.70136877 , 0.76395968 , 0.7221024 , 0.75041776
Después de apretar 20 veces obtenemos 0.73918440 ; tras apretar 40 veces, 0.73908517 ...
Xn—COXpy
1+senxp
se tiene en pocos pasos: x 1=0.7503638678 , x5=0.7391128909 , x3=0.7390851334 , x,4=0.7390851332=x5=...

El método de Newton nos da €l cero buscado mucho mas répidamente. Haciendo Xp+1 = Xpn — con xp=1,
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3.5. REPRESENTACION DE FUNCIONES

Cada funcién pide un tratamiento diferente. Las siguientes ideas no quieren ser una receta que
haya que seguir desde el principio hasta €l final. Por ggemplo, no tiene sentido buscar asintotas
verticales en una funcion continua en todos los puntos o empefiarse en calcular derivadas muy
complicadas. Laprécticaen € dibujo de gréficas nosira sugiriendo |os tipos de calculos arealizar en
cada caso. Esimportante tener claras las gréficas de las funciones e ementales.

o Determinacion del dominio, y de los puntos en que f no es continua (posibles saltos de lafuncién)
0 no derivable (picos de la gréfica, pendientes verticales).

e Simetrias. Si f(—x)=f(x) , funcién par, lagréfica

de f essiméricarespecto a ge x=0. “\ | PARAG [N\~
Si f(—x)=—(x) , funcién impar, la gréfica de ~/
f essimétricarespecto al origen. IMPAR

o Periodicidad (s6lo para agunas funciones trigonométricas): si f(x+T)=f(x) basta pintar la gréfica
enunintervalo delongitud T puesluego se repite periddicamente.

« Asintotas: Verticales (rectas x=c): f tiendea +¥ 6 =¥ cuando x® c- 6 x® ct (bastantes veces
se puede calcular de unavez € limite cuando x® ¢, pero muchas son precisos los |aterales).

Horizontales (rectas y=c): f tiendea ¢ cuando x® +¥ ¢ cuando x® —¥ .

Si no existen asintotas horizontales (y laformade lafuncion lo aconsga) intentaremos escribir
f(x)=g(x)+h(x) , con g funcién conociday h(x)® 0 cuando x® +¥ (6 —¥) . Entoncesla
graficade f se pareceraalade g para X muy grandes (0 muy negativos). En particular,
hallaremos asi | as posibles asintotas oblicuas, sin recetas de memoria.

[En ocasiones todos estos limites se podran calcular con los teoremas del capitulo 2 (los del
tipo "7A =0"), pero si son indeterminados habra que recurrir a L"Hopital o Taylor (4.4); los
desarrollos de Taylor, por otra parte, daran idea de laforma de la funcién cerca de un punto].

e Informacion a partir de las derivadas (utilizando |os teoremas de 3.2):

A partir dela f': intervalos de crecimiento y decrecimiento (>0 y f'<0); puntos X en los
gue f posee extremoslocales (s f'(c)=0, paraver s f tiene méximo, minimo o punto de
inflexion con tangente horizontal en ¢, es muchas veces mas facil precisar e signo de f
antesy despuésde ¢ quecacular la f" y sudtituirlaen c ; incluso, en ocasiones, basta dar
valoresa f enlaproximidad de ¢ paraverlo; puede haber extremos en puntos sin derivada).

A partir dela f" : puntos deinflexion ( f'(c)=0, aunque esto pueda no bastar); intervalos de
concavidad y convexidad.

[ Observemos que puede ser imposible determinar explicitamentelosceros de la ' y la " .
Intentaremos entonces localizar cuantos ceros hay y en qué interval os estén (Bolzano puede
ayudar). En bastantes ocasiones esos ceros seran raices de polinomios (y serén aplicables las
ideas de 3.3). El método de Newtonde 3.4 nos permite aproximar 10s ceros con la precision
deseada s disponemos de una calculadora (mejor programable) u ordenador].

 Vaoresconcretos def(x): Valoresde f en x=0(corteconel ge y ); enlos x taes que f'(x)=0
oenlos x del dominio enlosqueno existala ', en puntos cercanos a estos X ; en los X
talesque f"(x)=0; en x de zonas en las que sepamos poco de lagrafica.

Valoresde x paralosque f(x)=0 (cortes con el ge x, tal vez no calculables como ocurria
conloscerosde f' y '), deduciendo losintervalos en que f(x) es positivao negativa.

En ocasiones conviene también dar valores de f' (pendiente de la gréafica) en agun punto.

Hay funciones complicadas paralas que casi todo fallardy habra que limitarse a dar valores (en
ese momento serén especialmente Utiles las calculadoras y 10s ordenadores). Al final del capitulo 4
(cuando dominemos Taylor y los limites complicados) dibujaremos alguna grafica mas.
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Las graficasde f(x)+c, f(x+c) , —f(x), f(=x), cf(x) , f(cx), [f(X)|y f(Ix]) sededucen deladef(x):

Lagréficade g(x)=f(x)+c eslade f(x) tradadada c unidades haciaarriba (s ¢>0) o abgjo (c<0).
Lade g(x)=f(x+c) eslade f(x) trasadada ¢ unidades hacialaizquierda (s c>0) o derecha (c<0).
Lade g(x)=—f(x) eslareflexion delagréficade f(x) respectoa y=0.

Lade g(x)=f(—x) eslareflexion delade f(x) respectoa x=0.

Lade g(x)=cf(x) con c>1(0<c<l) eslade f(x) estirada(comprimida) verticalmente.

Lade g(x)=f(cx) con c>1(0<c<l) eslade f(x) comprimida (estirada) horizontalmente.

Lade g(x)=[f(x)| seobtiene reflegjando hacia arribalas partesde lade f(x) que estan bajo e ge x .
Lade g(x)=f(|x|) eslapartedelagraficade f(x) para x3 0 y méssu reflgjo respecto a y=0.

Por gemplo, delagréficade senx (dibujadaa puntos) deducimos las gréficas de:

senx+1, senx—1, sen(x+1) , sen(x-1) , —senx , sen(—x) , 2senx %senx sen(2x) , sen; |senx|ysen|x|

—senx=sen(—x) 1 sen2x 1

sen(x/2) -1

|senx|
sen|x
Un giemplo que empleavarias
delasidess anteriores: 3 f(x)
09=[02P+1| 3 (x=2)
X)=|(x—2)°+
(0=0<-2) > > 1. >
[Mas complicado es dibujar £ }
las dos funciones que define: 2
X3—6x2+12x-7, six31,y x—2) +1
—x3+6x2-12x+7 , si XE1]
Dos funciones cuya grafica no ofrece excesivas dificultades:
2
par, domf=R—{0} , f(x)—— fr(x) = 20-6%% 6" 1
|%1?)f(x)_¥, lim f(x)=0. Extremos: x=t/2»1.41 , f(x2)=-0.25. T
X X
Puntos deinflexion: i+ = +V10/3 » 1.8, f(iy) = —021 14
fx)=00 x=+1 , f(U2)=12, f(N2/2)=2, f(z)_——»—o 19. _ @,
—_—r | Now—
-1/4 p. inf.
= A /ﬁ _ x| o _ al
h(x) = ol “ h(x* 0 " xI domh=(-1,¥) 1
—[x+2 .
h'(x)= [x+1]3/2 si —1<x<0 ; h'(x) = 2[x+ 1]3/2 si x>0
[decrece] h'(0")=-1 [crece] h'(0*)=1
wi— X+ +4]
h"(x)= ax+1]5/2 si —1<x<0 ; h"(x)= ]5/2 si x>0
h(x) :\/x—l + XTll [separecea Vx—1 para x grande]

hX)@¥ si x®@—1*; h(0)=0, h(-1/2)=2/2=h(1) , h(3)=3/2 .
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Dibujamos ahora dos de los jempl os manejables de 3.1:

g(x):xzsen)l( con g(0)=0 paraque g seacontinua.

g(=x)=0(x): impar. De las derivadas se saca poco:
gx) = 2xsen% —cos% =0 U tan% :217 (infinitos cortes)
Pero podemos dar infinitos valores ala funcién:

2 eent=10 x=, 2
[4n+1]p * Sen, == x= [4n-1]p a
gréficade g tocaenesos x lade x2 ylade —x2 ; paralos demés

- . 1 ~ 1
x lagrafica oscila entre ambas. sen;:O U x:nfp .
Como sen% »% s X gordo sospechamos que g(x)»X :
sent—t

Como sen% =10 x=

I:’@rr; [a(X)~x] = I@i)m =0 (sabremos hacerlo por L'Hépital o Taylor)
X t

Par . k()30 "x

_ 1 _E
n(x) = arctan,; , k(0) =3 | k(x)® 0 cuando x® ¥ .

k()‘

® k crecesi x<0 y decreces x>0; k'(0)=0.

K"(x) = 24—]2 ® concavasi |[X|£371/4»0.76 .

vaores: k(1)=p/4 , k(3~1/4) = arctanf3 ) = p/3

Dos Ultimos gjempl os con dificultades para hallar ceros:

I(x) = x3+6log(2—x) | doml=(—¥,2);I(X)®—¥ si x®2~ 6—¥
[ x3[1+6x3log(2—x)] g) y "—¥[1+0]=—¥" (L'Hopital)]

I'(x) = M =0 0 PX)° x3-2x2+2=0 77 =

+—+ (00 2raices posmvas ??); —+ (1 negativa[max de | ]);

P'(x)=3x2—4x , P(4/3)=22/27>0 , P(0)=P(2)=2 , P(+1)=+1 ®
raizde P[méx] en d (—1,0) [Newton: c»—0.84]; no minimos.

n — . 2_ — 1 — A
["(x)= GI—H—IX 1[X)12]§X+1 =0 si x=1 6 5

»0.4 [3T+\r5| dom]
® | convexa(E) entrelos 2 p.inf. y concavaen el resto de doml.
[(1)=1, 1(0)=6l0g2»4.1, |(-1)=6l0g3—1»5.6, |(—2)=12l0g2—8»0.3

|

k(x) = xlog|x—2| | k® —¥, k® ¥, k® ¥

X® 2
domk=R {2} ; k(0)=k(1)=k(3)=0, —k(—2):k(4):4l 00g2»2.8

log[x-2|

T
X

[Rolle asegura que existe al menos un cero dek' en (0,1)] \

K00 = logh=21 + %5 5 k() = ‘;2 .

x=4 inflexion, x<4 concava, x>4 convexa.

IERRN

4/3

-2 -1

k'=0 donde se corten las gréficas de log[x—2| y ﬁ .
k'(0)=l0g2»0.7 , k'(1)=—1 b méximoenun cl (0,1)
[utilizando Newton para k' con xg=0.5:
x1=0.546370 , X»=0.545267=x3=%4=... ].

Cercade x=2 noseanula k' pues k®¥ si x®2*,
K'(3)=3 y k' decreceen (2,3).
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3.6. APLICACIONES

Tangentes a curvas.

| Hallar laecuacion de larectatangente ala hipérbola x2 —y2 =16 en el punto (5,3) . | \

Ma corto que despegjar la y derivar laraiz resultante, derivamos implicitamente

N

considerando la y como funcién de x : -4
— ) =X Qi y=a y= - —4 2 —
2x=2yy'=0 ® y'(x) =y .Si x=4,y=3 es y'=3 ® y—3+3(x—3), 5x—-3y=16

| ¢Paraqué puntos de lacurva y=x3 |arectatangente pasapor (1,0) ? |

ol

y'=3x2 . Rectatangente en e punto (3,a3) : y = a3 +3a2(x—a) = 3a2x—2a .
Pasapor (1,0) si 3a2-2a3=0 ® a=0, a:g ® puntos| (0,0) y g ,%7 ) 1

[ rectas tangentes respectivas: y=0 e yz% (x-1) ] 312

Ritmos de cambio.

| Uncilindro se comprime lateralmente y se estira, de modo que € radio de la base decrece a un ritmo de 3cm/seg y la
| altura crece a8cm/seg. Hallar € ritmo al que esta cambiando el volumen cuando el radio es 5cm y la altura 7cm.

<0y D~

- av dh dr
El volumen del cilindroes V =pr?h ® o =p[r? 4+ 2rh 4 ] = 2pr{4r=3n]

Cuando r=5y h=7 , V'=-10p cm3/seg (el volumen decrece en ese momento)

|  Unaescalerade 5m de largo permanece apoyada sobre una pared vertical y su extremo inferior seestaalgjando del |
| piedelapared aunavelocidad constante de 2m/s . Hallar la velocidad ala que desciende la parte superior cuando el |
| extremo inferior estda 4m delapared.

Sea y ladistanciaal suelo delaparte superiory x ladistanciadela v
parte inferior ala pared. Por pitagorases: y = [25-x2]/2 . Entonces

dy _dydx _ —2x - dy __8
dt = dx dt ~NZESR Cuando x=4 es it -"3 -

Por tanto el extremo de la escalera cae en ese instante a m/s. 5 l y

wlo

[Curiosidad, i x® 5 lavelocidad decaida ® ¥ (17)] X

Laluz de un faro situado a 1/2Km de la una costa recta gira con un periodo de 12 segundos. Hallar la velocidad con

laque laluz se mueve por lacosta: i) en €l punto P mas cercano al faro, ii) en un punto situadoa 2Km de P,
iii) un segundo después de pasar laluz por P.

‘[ A Sean q el dngulo y x ladistancia descritos en el dibujo. Setiene que x =%tanq .
Q)

k Laveocidad de crecimientode g es % =g radianes por segundo.
1/2 Lavelocidad delaluz sobrelacostaes 3’: = %(1+tan2q)% = % (1+4x2)

iyen P, g=0,x=0 ® | x'= %Km/seg » 942 Km/h ;

Sy . 17p Lo p ) 1\_| p
i) x=2® | x'= 5" Kmiseg | » 16022 Kmh ; iii) =g ® x=75 (1+§)— o Kmiseg | » 1257 Km/h .
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Maximos y minimos.

| Determinar (si existen) dos nlimeros positivos cuyo producto sea 1y tales que su sumasea i) maxima, ii) minima
Sean los dos nimeros x y 1/x.

1
Hay que buscar los extremos de S(x) = x +% en el intervalo (0,¥) X+
[ como no es un intervalo cerrado podrian no existir ]. 2
S(x) = 1—*-0® x=1(x=-1 nosirve) ; S'(x)— 3 ® S'(H=2

hay, pues, un minimo local en x=1. S derivable paratodo x de (0,¥) ,
S(X)® ¥ cuando x® 0 y cuando x® ¥ P no hay maximo.

1
X

Asi pues el minimo (absoluto) sedasi | x = = = 1 | (lasumaesentonces 2)

| Un nadador se hallaen &l mar a 4 km deunaplayarectay a 5km de una palmera situada en laplayajunto al mar.|
| Si nadaaunavelocidad de 4 km/h y caminapor laplaya a 5km/h, ¢cud es el tiempo minimo que debe emplear |
| parallegar hastala palmera?

El tiempo empleado en nadar hacia un punto situado a una distancia x de la
perpendicular y luego caminar hastala pameraes
'\/16+x2 3—x X 1
T(x) = + - con xI [0,3] ® T'(x)= -
) ()= : 03 ® TM=, -3
4 [s x£0 tarda méasseguroy si x3 3 novalelaexpresionde T(X) ]
T'(x)=0 b % x2=16+x2 U x= % (>31), x:—% (no cumple T'=0)
Z — Méximo en un extremo: T(3)= % < T(O)— [TE )=2 esmentirg)]

[debe nadar haciala palmera (si ésta estuviese lgjos si convendria atgjar)]

| Con un alambre de longitud L se forman un cuadrado y una circunferencia. ¢Cuénto alambre debe emplearse en cada |
| figura para que la suma de sus areas sea i) maxima, ii) minima ?

2 2 2 2
L A — 12402 = [LXS xS (4+p)x“2pLx+ple _
) . . Areatotal = [<+pr 16 e 16p =A(X)
) x L—x xi [OL] ; A derivableen (O,L) b los maximos y minimos (que
\ J existen, por ser A continuaen [0,|l] ) se alcanzaran o bien en los
extremos del intervalo o bien cuando A'(x)=0:
@ l A'(X) = ﬂ%‘p— 0® x*—LL»o44L
* *
x=2pr L x=d] Como A'(x)<0 si )SX A(x)>20 Si x>x , € minimo se toma en
x* ycomo A(L) = =ap >A0)= E el méximo sedapara x=L :
i) €l areamaxima se consigue si se empleatodo € alambre para hacer € circulo (A » 0.08L2)
ii) laminimasi aproximadamente se usa el 44% parad circuloy el 56% para el cuadrado (A = 4(|£+ 0) » 0.035 L2)

| Hallar e punto delagréficade f(x):\/2cosx2 més cercano al origen.|
Determinamos primero su dominio y dibujamos su gréfica.

2 x2 p
cosx220 U x4 [o, ]E[2,2]E[2,2]E
domf =--- E [—@—@]E[—J‘E,J‘%JE[\/E.@]E
Mejor que minimizar la distancia, minimizamos ladistanciaal cuadrado (que eslo mismo 'y evita derivar raices).

Sea d(x) = [d((0,0),(¢f(x)]? = x2+2c0sx2 ; d(x) = 2x(1-2senx2) =0 ® x=0 6 senx? :%

(]

2.17 2.80 3.3 3.8

El valor minimo evidentemente esta en €l intervalo [—\/_% , \/_% ] . Candidatos son ademas estos extremos.

d(0)=2, x2 :g ® d(xVp/6) :g +V3» 226, d(*Vpi2) :g » 1.57 ® puntosmascercanos| (+\/5 , 0)




